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复变函数和电磁学这两门课中一些重要
的公式是很相似的，本文试图在一定的
程度上发掘其中的联系。

主要想法



主要内容

1  建立数学模型

2  根据模型推算基本定理

3  一些结论

4  二维场的保形变换



二维场数学模型

无穷长导线的磁场

如图，将一根无穷长的
直导线置于坐标原点，
方向为Z轴方向。于是易
得(x,y)点处的磁场分量
为：

X

Y

I

r

)(2

)(2

22
0

22
0

yx
Ix

yx
Iy

B

B

y

x

+
=

+
−

=

π
µ

π
µ

B



现把Y-X平面视为复平面， z=x+iy, 并令：
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同样，对于电场，则有：

在以下的讨论中，视 为二维电荷， 为二维磁荷。

并统一以符号 表示。
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高斯定理与环路定理

注意到对于上面的两种情况，都有

是解析的，因为Cauchy-Riemman方程得到足：
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取C为一条围绕原点的简单封闭曲线，如果原
点处存在无限长的导线（或者带电直线），则
由留数定理可得：
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于是解析函数的理论与方法有了用
武之地！
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比较实部虚部即得：
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下面分析上面二式的意义。
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对于图重的曲线积分,积分微元是
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于是,如果把w看作有两个分量的矢
量,可有
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对于磁场的情况



上式即是我们熟悉的安培环路定理.

而(2)式的意义又何在呢?注意到:
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则可以得到: ∫ =⋅
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的几何意义如图所示.当把曲线看成是无限长的
柱面的截线时,   即是曲面的法向量.上式的意义
即可理解为是二维平面的高斯定理.
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显然,稍作推广即可以得到:

1.  对于磁场中的任意简单封闭曲线C,有
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对于电场的情况,由于电场和磁场所对应的w
仅仅相差一个常数i, 所以情况完全类似,仅仅
只需要将上面两式的右边交换即可.这里就不
作过多的讨论了.



由解析的性质得到的一些结论
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1 磁场和电场(以下仅称场)的分布由边界决定.

事实上,若w在边界C上的值为已知,则对于区域
内部的一点Z’,有

即是可以由边界上的函数值计算内部的值.

2  平均值公式.对于一个闭圆 如果其内部没
有电流(或电荷),则场在圆心处的值,等于圆周上的平均值.

Raz ≤−



上式的依据是平均值公式
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圆心处实部和虚部的值对应为圆周上的平均值,
于是即有以上结论.事实上,泊松公式为我们提
供了计算区域内任何点场值的方法:
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3  如果平面区域中没有电荷或者没有磁荷,则场
的最大值只能在区域的边界上取到.

4  平面场所有的电荷之和为0。



5  如果穿过平面上有电荷： ,且满足:                                   

则平面上一定存在场强为0的点.
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证明:    射N根导线的坐标的复数为:

容易得到这个场对应的复函数w(z)为:
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为证明结论,只需要证明函数
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在复平面上有非无穷远点的根即可.
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为了证明上式,需要用到的结论有:

1 大圆弧引理:    

设f(z)在区域D: α≤≤≥ zRz arg0,0 )20( πα ≤<

上连续,且存在极限: Azzf
z
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设C是位于D中的圆弧,半径为R,则
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2 辐角原理:

设f(z)在闭路C的内部可能有有限多个极点,除去这些
极点外, f(z)在C及其内部解析,且在C上无零点,则有:
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这里N,P分别为极点总数和零点总数.



有了上面的引理,下面证明 所表示的函数在复平面上
定有非无穷远的根.事实上:
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在通分之后,分子的最高次为(2N-2)次,分母的最高
次为(2N-1)次,系数均为:
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所以,成立:
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利用引理1即得到:
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再由引力理2,有:
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又: 2≥= nP
1≥N∴

所以零点总是存在的!

即平面上总是存在一点场强为零.

对于 的情况,则是没有一般结论. 021 =+++ NIII 



如图,如果兰色代表正电,黄色代表负
电,则在该场中是没有电场为0的点的.

而在下面的这张图中,显然正方形的
中心的场强为0.

磁场中情况完全类似,不再赘述.



保形变换的应用

保形变换是二维空间所特有的，应此利
用保形变换处理平面的电磁场问题，一
定会给我们带来惊喜。

为此，先建立一套体系：



一个定义： 为这个平面场的“场函数”

为场函数的充分必要条件是它满足高斯定
理和安培环路定理，即是有：
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场函数是这样的函数，它在平面上存在场源的点的留
数是电荷的值，其余点它取场的值的共轭

为讨论方便，一切常数假定为1。



我们知道，一个保形变换将一个区域映照成为另一个
区域，如果我们把区域上的每一个点都标上该处的电
荷（磁荷），那么保形变换就把一个场分布变换成为
另一种场分布，称作“场的保形变换”。
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一个定理：

设 为 的一个场的保形变换，场
函数：
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事实上，边界对应定理保证了
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即变换后得到的函数仍然满足高斯定理和环路定理，即
为新场的场函数。



一个结论：

对于静电平衡的导体，在经过场的保形变换后仍
静电平衡。

容易验证在经过场的保形变换后，对于所给定的
一个点 等势线的辐角改变量和所对应的场
函数的辐角改变量皆是 仍然满足静电平衡
的条件。
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得到一种新的求解电场的方法，举例如下：
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黎曼定理断言，对于任意的区域（非全平面），总是存在
保形变换将任意单连通区域映照成为单位圆，所以这种方
法是具有普遍性的。

但是具体实现变换的细节，则是数学上的事情了，也远远
超出本文的范围。本文任务已经完成，讨论到此为止！
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